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Ciagi liczb calkowitych w ciagach okreslonych

rekurencyjnie

iniejszy artykut dotyczy zastosowan pewnych zaleznosci rekurencyj-

nych w zadaniach o liczbach catkowitych. Wykorzystuje w nim

przede wszystkim liniowe réwnania rekurencyjne rzedu drugiego

o wspotczynnikach statych. Jednak pokazuje tez w trzech przykladach stosowanie

liniowych réwnan rekurencyjnych wyzszych rzedéw. Metody rozwigzywania

réwnan rekurencyjnych sa wprawdzie dobrze i szeroko opisane w literaturze, jed-

nak poza ich przypomnieniem staratem sie takze pokazac jak od wzoru jawnego

na dowolny wyraz ciagu przejé¢ do zaleznosci rekurencyjnej, co jest czasami przy-

datne w zadaniach olimpijskich. Mam nadzieje, Ze tekst ten moze by¢ gotowym

konspektem zaje¢ z uczniami uzdolnionymi. Oznaczylem zadania zaczerpniete

z réznych ksigzek, ktére podatem na koncu. Niestety Zrodta zadania 9 nie potrafie
juz teraz ustali.

Na poczatku przypomnijmy dwa twierdzenia, ktére pozwolg nam rozwia-

zywaé liniowe roéwnania rekurencyjne jednorodne rzedu drugiego o stalych

wspoltczynnikach. W tych twierdzeniach rozpatrujemy ciagi (a,), ktére dla
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dowolnej catkowitej nieujemnej liczby n okreslone sa rekurencyjnie w nastepu-
jacy sposob

*) Aniz = A10nyq1 + Apay, gdzie a; - a, # 0.

Taka wlasnie zalezno$¢ nazywamy liniowym réwnaniem rekurencyjnym jedno-

rodnym rzedu drugiego.

Twierdzenie 1
Niech ciag (a,) okreslony jest rownaniem rekurencyjnym (*). Wéwczas dowolny
wyraz tego ciggu wyraza sie wzorem
an = C1X1 + X3,
jezeli xy,x, sa r6znymi pierwiastkami réwnania charakterystycznego x% — a;x —
a; =0, a ¢y, ¢; sa stalymi wyrazonymi przy pomocy Xy, x,,ay i a; nastepujacymi
wzorami
a; — AgX; AoXy —ay
GG=———, g =—"—.
1 2
X1 — X2 X1 — X2
Dowod
Zauwazmy, ze z zalozenia, ze a, - a, ¥ 0 wynika, ze x; - x, # 0.
1@z 17 X2

Dlan =0in =1 mamy

a; — AgXy, AgXy — a4

0 0
C1x] + x5 =c1+c = + = ay,
X1 — X2 X1 — X2
a; — QgX3 ApX1 —aq
C1x1 + szz = x1 + XZ = al.
X1 — X2 X1 — X2

Zal6zmy, ze
An_1 = c1x17 1 + cxB 7t oraz a, = ¢ x]' + cx}.
Ponadto z zalozenia, ze x;,x, sa ré6znymi pierwiastkami réwnania x? —ayx —
a; = 0 mamy
xt—ax;—a, =0 i x5 —ayx, —a, =0.
Stad

At — g x —ax =0 0 Mt — gl —axl =0,
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wiec

1 n+1 1

U i 3™ = x] + ax] 1.

X = a4 apx]
Wobec tego
_ _ n-1 1 n ny _
Api1 = 0 Qp + @205 = a1 (G X770 + Cx377) + ap(cx] + cpx3) =
= (X + ax!) + ¢ (ax "t + apxl) = a7t + oyt

Na podstawie zasady indukcji matematycznej twierdzenie jest prawdziwe dla do-

wolnej liczby catkowitej nieujemnej n.

Twierdzenie 2
Jezeli réwnanie charakterystyczne x? — a;x — @, = 0 ma jeden pierwiastek dwu-
krotny x,, to dowolny wyraz ciagu (a,) okreslonego réwnaniem (*) wyraza sie
wzorem

a, = c1x8 + cpnxf,

gdzie cy, ¢, sa stalymi wyrazonymi przy pomocy x, i a, nastepujacymi wzorami

a; — AoXp
Cc1 = ao, Cp =—.
Xo

Dowéd
Podobnie jak w poprzednim dowodzie fatwo zauwazyé¢, ze x, # 0.
Dlan =0in =1 mamy

cix¥+ ¢, 0-x9 =¢; = ay,

a, — agXo

Cle+C2'1'x0=a0x0+ Xo = Qq.

X0
Zal6ézmy, ze
Ap-1 = 1 xd 1+ c;(n— Dt oraz a, = c;x + conxy.
Mamy woéwczas
A1 = A n + Qp0n_1 = @1(c1x7 + nag) + az(exg ™ + c;(n — Dag™) =
= (g xl + axF ) + cy(anxf + a;(n — D) = ¢ x2* + c,(n + DaitL.

Ostatnia rownos¢ wynika z réwnosci

X —axg—a, =0 i x9°%xy = —ay.
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Stad
nxftl = anxd + apnxdt i Xt = —axdl,
wiec
m+Dxit =anaxl +a,(n— Dxd™t 0 xf = agxll + axd
Na podstawie zasady indukcji matematycznej twierdzenie jest prawdziwe dla do-

wolnej liczby catkowitej nieujemnej n.

Pokazemy teraz jak te twierdzenia w latwy sposoéb moga by¢ wykorzystywane

w zadaniach.

Zadanie 1. ([4])
Niech ciagi (x,) i () sa okreslone rekurencyjnie w nastepujacy sposob
Xn41 = 4%p = Xp-1,%0 = 0,21 =1 oraz yn4q1 = 4Yn —¥n-1,%0 = Ly1 = 2.

Udowodni¢, ze y? = 3x2 + 1 dla kazdej catkowitej nieujemne;j liczby n.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze ciagi (x,) i (3,) dane sg tymi samymi réwnaniami rekurencyjnymi
liniowymi rzedu drugiego (r6znia sie tylko warunkami poczatkowymi), a wiec
maja to samo réwnanie charakterystyczne

x> —4x+1=0,
ktorego pierwiastkami sa x; = 2 — V31 x; = 2 + /3. Wobec tego
Xn=c1(2=V3)" + (2 +V3)" orazy, = d;(2-V3)" +d,(2+3)".
Stad

c1+c; =0 di+d,=1
{(:1(2 ~V3) +¢,(2+v3) =1 {dl(z ~V3) +dy(2+v3) =2,

Rozwiagzujac powyzsze uklady otrzymujemy

1 n 1 n 1 n 1 n
Xn =ﬁ(2+\/§) —m(Z—\/g) oraz y, =E(2+\/§) +E(2—\/§) .
Wykonujac teraz proste przeksztalcenia tatwo wykazujemy, ze dla dowolnego

calkowitego n > 0 mamy
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3x5+1=3-1—12((2+\/§)2”—2+(2—x/§)2")+1=

= %((2 +V3) "2+ (2-V3) ) =32

Zadanie 2.
Ciagi (a,,) i (b,,) okreslone sa nastepujaco
Apiy = 2041 — Ay, a9 =1,a4 =5o0raz b,,y, = —2byyq1 — by, by =-1,b; = 3.

Udowodni¢, ze wszystkie wyrazy ciagu ¢, = a, + b, sa podzielne przez 4.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze ciagi (a,) i (b,) opisane sa réwnaniami rekurencyjnymi rzedu dru-
giego. Stosujac poznana metode mozemy fatwo ustali¢, ze
a, =4n+1 orazb, = 2n+ 1) - (—1)"*,
Stad
Cp=a,+b,=4n+ (2n+1)-(—1)"*1,
Wobec tego dla dowolnej catkowitej nieujemnej liczby k mamy
Cor = Qgp + by =8k + 1+ (4k + 1) - (—1) = 4k,
Coks1 = Qops1 + bogy1 =8k +4+1+ (4k+3)-1=12k+8 =43k + 2).

Zatem wszystkie wyrazy ciagu (c,,) sa podzielne przez 4.

Nastepne dwa zadania pozostawiamy jako ¢wiczenie do rozwigzania Czytelni-

kowi.

Zadanie 3.
Ciag (a,) okreslony jest nastepujaco

Slpyq —
6

Wykazac¢ dowolny wyraz tego ciaggu wyraza si¢ wzorem a,, = 237" — 327",

an
ap=-1,a, =1 oraz a,, = dlan=0,1,2,...
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Zadanie 4.

Znalez¢ wzoér jawny na dowolny wyraz ciggu zdefiniowanego rekurencyjnie
1
ap=16,a, = 2oraza,,, = > @n+1 = T On dlan=0,1,2,...

Teraz odwrécimy problem. Pokazemy w jaki sposéb ze wzoru jawnego na do-

wolny wyraz ciggu otrzymac zalezno$¢ rekurencyjna.

Zadanie 5.

Wykazaé, ze dla dowolnej catkowitej liczby nieujemnej n wyrazenie

(6—6)(2—V6)" + (6 +V6)(2+6)"

6
jest liczba catkowita.
Rozwigzanie
Niech
6—6 6+6
¢)) an=———(2-V8)" +——(2+6)".

Ulézmy réwnanie kwadratowe, ktérego pierwiastkami beda liczby
X1 =2 -6 oraz Xy =2++e.
Mamy wiec
(x —x)(x —x3) =0,
x2 — (x; + x)x + x,%, = 0,
x*—4x—2=0.

Wobec tego ostatnie réwnanie mozemy traktowac jako réwnanie charaktery-
styczne réwnania rekurencyjnego
2) a, =4a,_1+2a,_, dlan>=2.

Stad wzo6r na dowolny wyraz tego ciagu ma postac

(3) a, = Cl(Z - \/E)n +c(24 \/E)n
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Alez (1) mamy ag = 2ia, =%8(2—\/8)+6+\/_(2+\/_) =6.
Natomiast z (3) dostajemy

citec, =2
{01(2 —V6) + c,(2 +V6) = 6.

Rozwiazujac ten uklad otrzymujemy c¢; = 6+T;/€ oraz ¢, = %g'
Wobec tego
V6 6+ \/_
a, = (2-v6)" + (2+V6)".

Okazalo sie, ze cigg opisany rownaniem rekurency]nym (2) ma wzér ogolny (1).
Zatem ciag (a,) sklada sie z liczb calkowitych, poniewaz

{ a, = 2, a, = 6,
a, =4a,_1+2a,_, dlan>=2,

co mozna tatwo udowodni¢ formalnie przy pomocy zasady indukcji matematycz-

nej.

Zadanie 6.

Dany jest ciag (a,) okreslony wzorem

an—3\/:/—1(2 ﬁ)n 3x/_+1

(2+v7) dlan=0,1,2,.. .

Udowodnié, ze 4|azg,1 + az022-

Rozwigzanie
Stosujac metode przedstawiona w rozwigzaniu zadania 5 mozemy pokazad, ze
ciag (a,) moze by¢ opisany rekurencyjnie nastepujaco

{ ag = 3, a, = 7,
a, =4a,_1+3a,_, dlan>2.

Wobec tego wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa naturalne. Ponadto
a, =4a,_1+3a,_, =4a,_1+3(a,_3+3a,_4,) =4a,_1+12a,_3+9a,_, =
=4a, 1 +12a,_3+8a, 4+ a,_, =4(a,_1 +3a,_3+2a,_4) + ap_y.
Stad mamy
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a, =p (mod4) © a,_4 =p (mod 4),
WIeC Az021 = Ag.505+1 = a1(mod 4) oraz aygz; = Ay.505+2 = az(mod 4).
Zatem

Q2021 + Q022 = a1 + a, (mod 4)= 7+ 37=0(mod 4).

Zadanie 7.
Ciag (a,) dany jest wzorem
(=5 -VI7)(3=V17)" + (5 - V17)(3 +V17)"
a, = dla
2+l .\/17

Ktére wyrazy ciagu (a,) sa podzielne przez 5?

n=0,12,...

Rozwigzanie

Zapiszmy wzér na dowolny wyraz ciagu (a,) w postaci

- ()

2v17 2 2417 2
Rozpatrzmy réwnanie kwadratowe x? — 3x — 2 = 0, ktorego pierwiastkami sa
liczby x; = 3_2—@ ix,= 5+Zﬁ. Stad ciag (a,) moze by¢ okreslony jest nastepujaco

ap, =-1, a; =1, Anyr =30p41 +2a, dlan=0,1,2, ... .
Z powyzszej zaleznosci rekurencyjnej wszystkie wyrazy ciagu sa catkowite oraz
tatwo otrzymujemy kolejno

a, =3ay_1 +2a,_, =30Ban_,+2a,_3)+2Ba,_3+2a,_,) =

=9a,_,+12a, 3 +4a,_4 =
=9Ba_3 +2a,_4) + 12(3a,_4 + 2a,_5) + 4(Ba,_s + 2a,,_¢) =
= 27a,_3 + 54a,_, +36a,,_5 +8a,_¢ =
= 27Bay_4 + 2a,_5) + 54a,_4 + 36a,_s + 8a,_¢ =
= 135a,_4 +90a,,_5 + 5a,,_¢ + 3a,,_¢.

Wobec tego

5|a,=5]|3a,_¢ 5| a,_¢.
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Poniewaz a3 = 5, wiec wszystkie wyrazy agg43 dla k =0,1,2,... s3 podzielne

przez 5.

Zadanie 8.
Dany jest ciag (a,,) okreslony wzorem
5 (5 + \/ﬁ)” 5 (5 — V13
a, = -
"OVIB\ 2 GEA

Udowodnié, ze

n
) -1 dlan=0,1,2,....

5k—-1

2 a; dlak=123,...

i=0

5

Rozwigzanie

Vi3

Niech a,, = b, — 1, gdzie b,, = % (5+;/ﬁ)n > (5—;/E)”.

Ut6zmy réwnanie kwadratowe, ktorego pierwiastkami beda liczby x; = 5_2

_ 5+V13

ix, . Mamy wiec réwnanie charakterystyczne x* — 5x + 3 = 0, ktore jest
zwigzane réwnaniem rekurencyjnym b,, = 5b,,_; — 3b,_,.
Wéwcezasa, + 1 =5(a,_4 +1) —3(a,_, + 1).
Wobec tego ciag a,, mozna opisac rekurencyjnie nastepujaco
ay=—-1,a, =4oraza, =5a,_1 —3a,_,+1dlan > 2.
Zauwazmy, ze
ag = 4 (mod 5)oraz a; = 4 (mod 5).

Zalézmy, ze

a,_1 =4 (mod b)oraz a, = 4 (mod 5).
Woéweczas

ni1 =50, —3a,1+1=54-3-44+1(mod5) =4 (mod 5).

Na mocy zasady indukcji matematycznej otrzymujemy, ze dowolny wyraz ciggu

(a,) przy dzieleniu przez 5 daje reszte 4. Zatem
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5k—1
z a; = 5k -4 =0 (mod 5).
i=0

Uwaga

Teze tego zadania mozna oczywiscie tatwo uogélni¢. A mianowicie dlak =

0,1,2,... oraz 1 =1,2,3,... rOwniez i suma

51+(k—1)

Y o«

i=k

jest podzielna przez 5.

W nastepnym zadaniu pokazemy jak sobie radzi¢, gdy dane réwnanie rekuren-

cyjne nie jest jednorodne.

Zadanie 9.
Niech ciag (a,) bedzie dany wzorami

a; =a,=1oraz a,;, =7a,41 —a,—2dlan=1,2,3, ... .
Udowodnié, ze wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa kwadratami pewnych liczb natu-

ralnych.

Rozwigzanie
Chcemy sprowadzi¢ réwnanie rekurencyjne niejednorodne a,,, = 7a,4+1 — an —
2 do réwnania jednorodnego b1, = ¢1 b1 + ¢ by.
Podstawiajac za a,, = b, + @ mamy

pio =70p41 — @y —2=T7(bpy +a) — (by+a) —2 =T7byyq — by, + 6a — 2.
Stad

bpir+a=7b, 1 — by +6a—2,

wiec

bn+2 = 7bn+1 - bn + Sa - 2.
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Aby wiec ostatnie réwnanie bylo jednorodne wystarczy podstawi¢ wystarczy

podstawié¢ a = g OtrzymaliSmy wiec, ze

2
a, = b, + 3 oraz by, o = 7byy1 — by

Dalej postepujemy standardowo. Réwnanie charakterystyczne ma posta¢ x* —

7x +1 = 0. Woéwczas

7 —3v5\" 7+3v5\"
bn=Cl 2 +C2 2 .

Dla uproszczenia dalszych obliczeni uzupelnijmy nasz ciag (b,) wyrazem zero-

wym

2 2 18
bO=7b1_b2:7(a1_§)_(a2_§):?.

Stad otrzymujemy uklad réwnan

te = 18
aTe=%
7 —3V5 7+3V5 3
Cq1 2 C 2 - 5’
z ktérego dostajemy ¢; = _9+:£ ie= 9_:\/5'
Wobec tego
9+4V5(7-3V5\" 9-4/5(7+3V5\" 2
a, = + 57

5 2 5 2
[ [9+4V5 [(7-3V5\" . [9-4V5 |(7+3V5\"
= =) =)

Ostatnia r6wno$¢ jest prawdziwa, bo podwojony iloczyn pierwszego i drugiego

wyrazenia jest rowny

9+4v5 [(7-3V5\" [9-4V5 |(7+3V5\"

2l 5 . ( 2 > . 5 . < 2 ) B
2 |-\ 2
ZE' 81 —-80- 4 =§.
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Musimy jeszcze udowodnié, ze liczby

(9445 [(7-3V5\"  [9-4V5 |(7+3V5\"
[ [

sa catkowite dla dowolnej catkowitej nieujemnej liczby n. Wystarczy zastosowac

metode z zadania 5 przyjmujac

CJo+as  |(5+2) vs+2 . [9-45  |(V5-2)° VE-2
s 5 5 2T s T 5 5

oraz
7— 3\/_ \/14 6v5 \/3 \/_) /7+3\/_ 3+\/_

Stad réwnanie charakterystyczne ma posta¢ x? —3x + 1 = 0, dzieki ktéremu

X1 =

liczby b,, moga by¢ opisane rekurencyjnie nastepujaco

{ tO = 2, tl = 1,
tn = Stn—l - tn_z dla n=2.

Wobec tego tatwo stwierdzamy, ze liczby t, sa catkowite.

W nastepnych trzech przykiadach pokazemy, ze metoda rozwigzywania jedno-
rodnych liniowych réwnan rekurencyjnych rzedu drugiego moze by¢ uogélniona
do jednorodnych réwnan rekurencyjnych liniowych wyzszych rzedéw o statych

wspotczynnikach.

Zadanie 10.

Znalez¢ wzo6r na dowolny wyraz ciggu okreslonego nastepujaco

{ a, = 2, a, = 16, as = _10,
Apyz + 20y, —5a,41 —6a,=0dlan=1,2,3, ...

Rozwigzanie

Réwnanie charakterystyczne naszego jednorodnego réwnania rekurencyjnego

rzedu trzeciego ma postaé x3 + 2x% — 5x — 6 = 0. Pierwiastkami tego réwnania sa
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Xy =-1,x, =21 x3 =-=3.
Stad
ap=¢1 (D" + ¢y, 2"+ ¢35 (—3)™
Wykorzystujac trzy pierwsze wyrazy ciagu (a,) otrzymujemy uklad réwnarn

—C + 2C2 - 3C3 =2
Cl + 4C2 + 9C3 = 16
—C + 8C2 - 27C3 = _10,

ktérego rozwigzaniem jest tréjka liczb (cy, ¢, c3) = (—1,2,1).
Zatem
a, = (=)™ 4 271 4 (=3),
Poniewaz nie podalismy wczesniej odpowiedniego twierdzenia, ktére pozwala-
foby nam na powyzsze postepowanie, udowodnimy wiec otrzymany wzoér induk-
cyjnie.
Dlan =1,n = 2in = 3 mamy odpowiednio
a=1+4-3=2,a,=-1+8+9=16,a3 =1+ 16 —-27 = —10.
Zalozmy, ze
ap = (=DM 42"+ (=3)",
Apay = (_1)n+2 4+ 2n+2 4 (_3)n+1’
Apyy = (=13 4+ 2043 4 (=3)™+2,
Wowczas
Apiz = —20p4p + 50,01 + 6a, = =2 (—1)™3 =223 — 2. (=3)"*+2 4
45 (=1)™2 45202 4 5. (=3)™*1 4 6. (=1)™1 4 6-27*1 4 6. (=3)" =
=D 6+5 - (-1)—-2-(-D?>)+2"Y(6+5-2—2-2%)+
+(=3)M(6+5-(=3) —2:(=3)) = (=1)"** 4 2+ 4 (=3)"+3,
Stad na podstawie zasady indukcji matematycznej wzor na dowolny wyraz ciagu

(ay,) jest prawdziwy dla dowolnej catkowitej nieujemnej liczby n.

Zadanie 11.

Wykazad, ze wszystkie wyrazy ciagu
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{ a1=1,a2=9,a3=4’9,
Anyz = 70pyy — 14a, 1 +8a, dlan=1,2,3,....

sa kwadratami pewnych liczb nieparzystych.

Rozwigzanie
Utwoérzmy rownanie charakterystyczne o postaci x3 = 7x? — 14x + 8, ktérego
pierwiastkami sa 4,21 1. Stad
a,=c 4" +c, 2" +c3- 1™
Majac dane pierwsze trzy wyrazy latwo obliczmy, ze ¢; =1,¢c, = —2,c3 = 1.
Wobec tego
A, =4"—2-2"+1= (2" - 1)2.

Zadanie 12.

Udowodnic¢, ze wszystkie wyrazy ciagu

_(1=VB)(=1-v5)" + (1 +V5)(-1+V5)" + 2n + H)(-2)"

2n+1

an

sa liczbami catkowitymi.

Rozwigzanie
Przeksztalémy wzér na dowolny wyraz ciagu (a,) do postaci, ktéra zasugeruje

réwnanie charakterystyczne. A mianowicie

_(1=VB)(-1-v5)" + (1 +V5)(-1+V5)" + @n+ H(=2)" _

2n+1

_1—\/§_<—1—\/§>"+1+\/§_<—1+x/§

Qn

5 > > 5 >+(n+2)(—1)”=

_1-V5 (-1-V5\" 1+V5 (145
) ( 2 >+ 2 ( 2

) +2--D"+n- (D™

Widzimy wiec, ze
Ay = X7 + CxF + c3xF + ncyxy,

gdzie
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-1-v5  -1++5 1-v5 1445

X3 =x4=—-1,¢0 = 2 , €2 >

€3 =2,C4
=1.
Wobec tego réwnanie charakterystyczne bedzie mialo postac
(x —x)(x = x)(x — x3)*> = 0,
czyli
x2+x—1Dx+1%?=0
1 ostatecznie
x*+3x3+2x2—x—-1=0.
Zatem ciag (a,) moze by¢ okredlony rekurencyjnie nastepujaco

{ a0=3, a1=0,a2=4‘,a3=_2,
Apiq = —3Anyz — 2042 + Any1 + ap.

Stad przez tatwa indukcje tatwo wnioskujemy, ze wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa

catkowite.
Na koniec rozwigzmy kilka zadan olimpijskich.

Zadanie 13. ([1])
Udowodnig¢, ze dla dowolnej liczby calkowitej nieujemnej k istnieje catkowita do-

datnia liczba n;, taka, ze

1) (V3-+2)" = Y — e — 1.

Rozwigzanie
Z danej rownosci (1) wynika, ze
(-2 (VB+VD)" _ (== D) (e + e — 1)
(3+v2)' Vet =1 |
1 1

(B+V2) V-1
(V3+2)" = Y + e — 1.
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Dodajac stronami réwnosci (1) i (2) otrzymujemy
=5 ((3-vD)* + (V3 +v2)"),

skad

Ny = %((5 ~2V8)" + 2+ (5 + 2V6)").
Aby udowodni¢, ze liczby %((5 - 2\/8)k +2+(5+ 2\/E)k) sg catkowite dla kaz-
dej calkowitej nieujemnej liczby k, wystarczy wykazaé, ze liczby (5 — 2\/€)k +
(5+ Zx/g)k przy dzieleniu przez 4 daja reszte 2.
Niech a;, = (5 — 2v6)" + (5 + 2v6)".
Woéwczas rownanie charakterystyczne x* — 10x + 1 = 0 prowadzi nas do reku-

rencji

{ Ag = 2, a, = 10,
Aiv2 = 10ak11 — ay,

z ktorej wynika, ze wszystkie wyrazy ciagu (ay) sa catkowite.
Wykazemy indukcyjnie, ze a;, = 2(mod 4).

Dla k = 01k = 1 teza jest oczywista.

Zal6zmy teraz, ze a, = 2(mod 4) oraz a1 = 2(mod 4).

Wowcezas ayyp, = 10a;4, —a, = 102 — 2 (mod 4) = 18 = 2(mod 4).

Zatem na podstawie zasady indukcji matematycznej liczby a;, = (5 — 2\/€)k +

(5+ 2\/6)k daja reszte 2 przy dzieleniu przez 4, skad bezposrednio wynika teza

zadania.

Zadanie 14. ([1])
Niech n bedzie liczbg catkowita dodatnig. Udowodnié, ze

1+v5\ " °
(59 |-

jest kwadratem liczby calkowitej.
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Rozwigzanie

Rozwazmy cigg

~ 1+\/§ 4n-2 1_\/§ 4n-2
(7)) +(57)

Woéwcezas

4n

\/—4-71 2 _ 8 2
an=(1+2 5) _(1+2\/§> +<1 ' 5) _(1_2\@) _

_<7+3\/§)n_ 2 +<7—3\/§>n_ 2
S\ 2 3+5 2 3-+5

Stosujac nasza metode otrzymujemy, ze ciag (a,) moze by¢ okreslony rekurencyj-

nie w nastepujacy sposéb

{ aO = 3, a, = 3,
Uiz = 70pi1 — Qp.

Wobec tego wyrazy ciagu (a,) sa catkowite.

Zauwazmy ponadto, ze

Wobéwcezas
_ _ _ 4n—2
1+v5\" 2+ 1-v5\" " . 1+v5\ " 2< 1+5
2 2 2 2
N 1_\/§ 4n-2
2 )
czyli
<1_i_\/§)4-n—2
a,—1 <a,
2
Stad

33



Mariusz Adamczak

wiec

1+v5\" " B
( > ) —1=a,-2.

I teraz juz tatwo zauwazy¢, ze

) 1+\/§4n_2 1_\/gzm—z ) 1+\/§2n_1 1_\/5211—12
wo2=(50) 4 (50) () (50) )

Musimy jeszcze pokazad, ze liczby
1++5 1-+5
=2 72

Po raz kolejny zastosujemy nasza metode. A mianowicie mamy by = —1,b; = 1.

2n—-1 2n-1

sa catkowite.

Przeksztalémy wzor na b,, do postaci, z ktorej tatwo utworzymy réwnanie charak-

terystyczne.
b_(1+\/§>2n_ 2 +<1—\/§>2"_ 2
"\ 2 1++5 2 1-+5
2 _<3+\/§>n+ 2 _<3—\/§>n
1445\ 2 1-v5 \ 2 )~

Stad réwnanie charakterystyczne ma postac
x*—-3x+1=0.
Wobec tego ciag (b,,) spelnia nastepujaca zaleznos¢ rekurencyjna

{ bO = _1,b1 = 1,
bniz = 3byiq — by,

z ktoérej w oczywisty sposob wynika, ze wszystkie wyrazy ciagu (b,,) sa calkowite.

Zadanie 15. (na podstawie zadania 311 z [3])
Ciag (a,) okreslony jest nastepujaco
apg =1, a; =3, Anyp = 50,41 +2a,dlan=0,1,2, ... .

Udowodni¢, zedlan > 4
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an
An+1 = .
an-1

Rozwigzanie

Z réwnania charakterystycznego x? —5x —2 = 0 o pierwiastkach x; = 5—;/%

Xy = 5+/33 otrzymujemy a,, = ¢ -(S_Vﬁ)n .(5+\/§)n skad ¢; = V331 ic, =
2= ymujemy ap = ¢; 2 2 P SA G = e =
V33+1
. Stad mam
233 D y
X1Xp = _2, x1+x2 = 5, C1C = ==
33
Obliczmy réznice
2 2
a an _ Api1Qp-1 — an
n+1 -
an—q an—1
n+1 n+1 n—1 n—1 n ny2
__(Clxl + x5 ) (e x] T + 6x3 7)) — (e xf + 6ox7)
an-1

XXX X5 e XA X — 2016x7 x5 6 (g + X5)% — 4x1x,)
Ap-1 X1X20n-1
—4

an-1
Wobec tego

4 az

a +1 + = .
" an-1 an-1

4

Zauwazmy, ze 0 < <1 dla n = 4. Ponadto a1 jest liczba catkowita, wiec

a? l N 4 J
=la =a .
an—l n+1 an-l n+1

an-1

W nastepnym przykladzie nie od razu bedzie oczywiste, jak zauwazy¢ i wykorzy-

sta¢ liniowe réwnanie rekurencyjne rzedu drugiego.
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Zadanie 16. ([3])
Ciag (a,) okreslony jest nastepujaco

ap,=2, a; == Apsr = ap(a3_;—2)—a, dlan=1,2,...

Udowodnié, zedlan > 1

2N (—1)"
lan] =2 3 .

Rozwigzanie

Obliczmy kilka poczatkowych wyrazéw ciagu (a,,).

1 5 1 65 1
a0=2=1+I, a1=5=2+§, a2=E=8+§'
_1025 1
3= 7 32

Te wyniki moga sugerowad, ze a, = 2*» + 27 dla pewnych catkowitych liczb
X,. Stad
2% 27 =,y = ag(af —2) —ap =
= (2%n 4 27%n) ((2%n-1 + 27%n-1)2 — 2) — 2% — 271 =
= (2% 4 27%n)(2%¥n-1 4 272n-1) — Q%1 — 7M1 =

— DXn+2Xn_1 4 =Xn=2Xn_1 4 DXn=2Xn_1 4 P=Xn+2Xn_1 _ X1 _ Q=X
Wobec tego chcieliby$my, aby liczby x,, spetnialy warunki

Xpt1 = Xp + 2Xp_1 Oraz x, — 2x,_1 = *x; oraz xo = 0,x; = 1.
I tu wlasdnie pojawila sie liniowa zalezno$¢ rekurencyjna rzedu drugiego. Mamy

wiec rownanie charakterystyczne x? — x — 2 = 0 o pierwiastkach —1 i 2. Stad

X :1.27"-_1.(_1)‘”
"3 3 '

Zatem

2n—(—1)" 2n—(—1)"
[anJ=[ZXn+2-an=[2an=[z g J:z ca

Zadanie 17. (na podstawie zadania 753 z [3])

Ciag (a,) dany jest wzorem
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_ (13+V13)(3-V13)" + (13 - VI3)(3 +V13)" "
m 13-2n

Czy istnieja takie liczby catkowite nieujemne p, q i r, dla ktérych a, - a, = a,?

an=0,1,2,...

Rozwigzanie
Zapiszmy wzor na dowolny wyraz ciaggu (a,,) w postaci

_(13++13\(3-VI3\" | [13-VI3\(3+VI3)"
w=() (=) ()

3—-v13
2

ktora sugeruje, ze pierwiastkami rownania charakterystycznego beda liczby

i3+\/13
2

. Wobec tego réwnanie kwadratowe x% — 3x — 1 = 0 prowadzi nas do reku-
rencji
ag =2, a; =2, Anyz = 30y41 +a, dlan=20,1,2,... .

Stad tatwo wnioskujemy, ze wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa calkowite. Pokazemy
indukcyijnie, ze kazdy wyraz przy dzieleniu przez 3 daje reszte 2. Oczywiscie dwa
pierwsze wyrazy maja te wlasnos¢. Zalézmy, ze a, =2(mod3)ians; =
2(mod 3). Wowczas takze a, ., = 3a,41 + a, = 2(mod 3).

Woweczas jezeli istniatyby liczby catkowite nieujemne p, q i r takie, ze a, - a5 = a,,
to a,-a; = 2-2(mod 3) = 1(mod 3), a a, = 2(mod 3). Wobec tego takie liczby

nie istniejq.

Zadanie 18. (na podstawie 59 OM/1/3)
Ciag (a,) dany jest wzorem
(29 - v29)(3 - v29)" + (29 +v29)(3 +v29)"
n = 29 .2n+1 dla

Rozstrzygnaé, czy istnieje taka liczba catkowita k > 2, ze liczba ay, jest dzielnikiem

n=20,12,...

iloczynu ay41ay42?

Rozwigzanie

Zapisujac wzor na dowolny wyraz ciagu (a,) w postaci
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(2929 (3-+29\"  (29+29) (3 +29\"
w=(7=) (7)) )

otrzymujemy rekurencje
ap =1, a; =2, Anyz = 30,41 +5a, dlan=20,1,2,....
Wykazemy (analogicznie jak w zadaniu 7), ze zaden wyraz ciaggu nie jest po-
dzielny ani przez 3 ani przez 5.
Dlan = 0in = 1 teza jest oczywista.
Zauwazmy, ze jezeli a,, # 0(mod 3), to
Apt2 = 3ap41 + 5a, = 5a,(mod 3) # 0(mod 3).
I analogicznie jezeli a,+; # 0(mod 5), to
Apiy = 30p41 + 5a, = 3a,.,(mod 5) # 0(mod 5).
Wobec tego z zasady indukcji matematycznej wnioskujemy, ze zaden wyraz ciagu
nie jest podzielny przez 3 i nie jest podzielny przez 5.
Zalézmy, ze istnieje taka liczba k > 2, ze ay|ay,1ay+2-
Z zaleznosci rekurencyjnej ayi, = 3apyi+ 5@, mamy  apyqapi, = 3ap, +
5a,ay.,. Stad ak|a,2(+1. Poniewaz aj > 2, wiec istnieje taka liczba pierwsza p
(r6zna od 315), ze play i plays1. Zatézmy, ze k jest najmniejsza taka liczba.
Woéwczas z rekurencji 5ay_1 = ap41 — 3ax wynika, ze play_,, co jest sprzeczne
z tym, ze k miata by¢ najmniejsza liczba, dla ktérej dwa sasiednie wyrazy dzielg
sie przez p.

Zatem nie istnieje taka liczba k, dla ktérej ay |ay,1ay42-

W nastepnym zadaniu przypomnimy klasyczne zagadnienie 1aczace bardzo

znany ciag z jeszcze stynniejsza liczba.

Zadanie 19.
Ciag (f,,) zdefiniowany jest nastepujaco

{ f0=0' f1=1'
fn+2 = fn+1 +fn dla n= 0, 1,2, .
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Obliczy¢ granice

fat1

n

lim
n—-oo
Rozwigzanie

Wykorzystujac rownanie x? = x + 1 otrzymujemy wzor na dowolny wyraz ciagu

(f)

W _i<1+\/§)"_i<1—\/§>"
=73 =)
Wowczas
i<1+\/§>n+1_i<1_\/§>n+l
farr _V5\ 2 5\ 2
fn i<1+\/§)n_i<1—\/§>"
5\ 2 VE\ 2
_1+2\/_ ( —Zﬁ_(l_\/g)n

(1+\/_) —(1-v5)"
145 1—\/§_<1—x/§>n

22 \1++5
(59
1++5
1-V5 YA
Poniewaz e < 1 wiec Al_r)go (1 \/_) = 0. Wobec tego

lim fn+1 1++5

1m =Q,

neo fy 2 ¢

gdzie ¢ jest zlota liczba, ciag (f,,) to ciag Fibonacciego a réwnosé (1) - to wzor

Bineta.
Zadanie 20. (56 OM/1/6)

Rozstrzygnaé, czy istnieje nieskoniczony ciag liczb naturalnych a,, a,, as, ... spel-

niajacy rOwnanie
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1 1 1
(1 —= + da n=123,...

an  QApy1 Apy2

Rozwigzanie
Przypuscémy, ze istnieje nieskoniczony ciag liczb naturalnych (a,,) spetniajacy row-
nos¢ (1).

Niech x, = ai Woéweczas ciag (x,) jest oczywiscie zbiezny do 0 a réwnanie (1)

przyjmuje postaé X, = Xp41 + Xp42. Wykorzystujac réwnanie x2+x—1=0
otrzymujemy wzoér na dowolny wzor ciggu (x;,)
~1-v5\" ~1+v5\"
"n“‘l'(T) “2'(7) '
gdzie ¢; i ¢, s3 pewnymi staltymi wyrazonymi przy pomocy dwoéch pierwszych

wyrazow X, x, oraz pierwiastkami rownania charakterystycznego.

n

Poniewaz |_1+£| < 1, wiec lim (_1+£) = 0. Natomiast |_1_\/§| > 1. Skoro wiec
2 n-oo 2 2

ciag (x,)
jest zbiezny do 0, to ¢; = 0.
Woéwczas

~1++v5\"

Xn=Cpr | ——5 | -

Stad

al _ Xz _ _1 + \/g
a, x; 2
. L . . a; . . . . .
OtrzymaliSmy sprzecznos¢, poniewaz ” jako iloraz liczb naturalnych, jest liczba

-1

. liczb +5. . . 7 e e e .
wymierng, a liczba — jest oczywiscie niewymierna. Zatem nie istnieje ciag (a,)

spelniajacy warunki zadania.
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Zadanie 21. ([2])
Dana jest taka liczba naturalna q > 1, ze ¢ = 1 (mod 4). Ciag (a,,) okreslony jest
nastepujaco

ap =0, a; =1, Apiz = Apyq +qT_1an dlan=0,1,2,...

Niech p > 2 bedzie liczba pierwszg. Wykazad, ze p jest dzielnikiem a, wtedy
i tylko wtedy, gdy p jest dzielnikiem q.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze zalozenie q = 1 (mod 4) gwarantuje nam, ze wszystkie wyrazy
ciagu (a,) sa catkowite.

Wykorzystujac rownanie x? = x + qT_l otrzymujemy wzoér na dowolny wzoér ciggu

(x) postaci

e (5 e

2
Stad
c1+c; =0
Cq <M>+c2<1+ﬁ> =1.
2 2
Rozwigzaniem uktadu sa liczby ¢; = — \/% ic,= \/iﬁ'

Wobec tego dlan = 0,1,2, ... mamy

e (S (A (58] (55)

Woéweczas ze wzoru dwumianowego Newtona otrzymujemy

P —
ZaP—

1

a+ DD +B) D + (B VD) +-+(,7 ) G
+(5) () +
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-1+ (NG -G VD +G) VD - (,21) "+ () VN =
=2(()++ B+ Q)"+ () o)
~2(()++ Qe+ Q) ()dT)

Poniewaz p jest liczba pierwsza, wiec p |(Tl)) dlap =1,2,3,...,p — 1. Ponadto z za-

tozenia p > 2. Wobec tego

p-1
pla, & p|2Pa, & p|2(§)q 2 o plgP™ & plg.
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