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Slawni matematycy

d poczatku istnienia ludzko$¢ nieustannie sie rozwija, kolejne pokole-

nia korzystaja z wiedzy przodkéw i doktadaja do niej wiasne odkrycia,

osiggniecia. Budowanie coraz to bardziej zaawansowanych hierarchii
spotecznych, tworzenie zlozonych, zaawansowanych technicznie wynalazkéow
wymusilo na ludzkoéci rozwdéj matematyki, ktora byta potrzebna do dalszego roz-
woju cywilizacji. Dlatego bledne jest twierdzenie, ze matematyka nie jest nam do
niczego potrzebna. To wlasnie zycie wymusito jej powstanie.

Poczatkowo matematyka byla wykorzystywana do rozwigzywania prak-
tycznych, z naszej perspektywy, prostych probleméw. Wiele rozwigzan znajdo-
wano droga préb, po omacku. Nic wiec dziwnego, ze byly one nieraz niezreczne
i wymagaly rozwiazania probleméw, ktére przy innym sposobie by nie wystapily.
Taki stan rzeczy utrzymywal sie przez tysigce lat. Przelom nastapit dopiero w sta-
rozytnej Grecji. Dokonania greckich matematykéw zapoczatkowaly gwalttowny
rozwd6j matematyki, a tym samym innych dziedzin nauki i zycia. W czasach an-
tyku stworzono fundamenty, na ktérych opieraja si¢ wszystkie pdZniejsze osig-
gniecia ludzkosci. Gdyby nie one, niemozliwy bylyby podbdj kosmosu, rozwoj
robotyki, informatyzacja réznych dziedzin zycia i wiele innych wspoétczesnych

nam osiggnie¢. To matematyka sprawila, ze zaszliSmy tak daleko i jedynie dalszy
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jej rozwj pozwoli osiggnac jeszcze wiecej. Dlatego uwazam, ze warto znac histo-
rie tej dziedziny nauki oraz wybitne jednostki, ktére najbardziej wpltynely na jej

rozwoj.

Pitagoras (ok. 572-497 p.n.e.)

Znaczacy wplyw na nauke matematyki zawdzieczamy Pitagorasowi -
uczniowi Talesa z Miletu. Pitagoras przyszed! na $wiat okoto 572 r. p.n.e. w Sa-
mos, w Gregji. Odbyl podréze do Egiptu i Babilonii w celu pozyskania wiedzy od
tamtejszych medrcow. Uwazat sie za filozofa (tzn. milo$nika madrosci). Jako ma-
tematyk i filozof nie mégl pogodzic sie z panujaca wtedy w Gregji tyrania Polikra-
tesa, wiec przeniost sie do Italii. Tam tez w 529 r. p.n.e. w Krotonie zatozyt stawny
zwiazek pitagorejski, ktory, oprocz kwestii naukowych, zajmowat sie tez spra-
wami religijno-etycznymi oraz polityka. Trudno dzi$ ustali¢, ktére dokonania pi-
tagorejczykow nalezy przypisaé Pitagorasowi, a ktére jego uczniom. Bez watpie-
nia najbardziej znanym osiggnieciem pitagorejczykow jest twierdzenie zwigzane

z tréjkatem prostokatnym.

Twierdzenie Pitagorasa

W trojkqcie prostokgtnym kwadrat dtugo-
sci przeciwprostokgtnej jest rowny sumie a
kwadratow dtugosci  przyprostokqtnych
tego trojkqta.

Dowdd:
Z konstrukcji latwo zauwazy¢, ze c
czworokat KLMN jest kwadratem. : B

Dlugos¢  boku tego  kwadratu

oznaczmy c, jak na rysunku. A 2 L b B
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Zauwazmy tez, ze:

Pole kwadratu ABCD wynosi(a + b)?, ale tez 4 - az—b + c?,
czyli (a + b)* =4~ a?b + 2,

wiec a? + 2ab + b? = 2ab + ¢?

stad ostatecznie a? + b? = c2.

Prawdziwe jest tez twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa: Jezeli
suma kwadratow dtugosci dwdch krétszych bokow w tréjkqcie jest rowna kwadratowi dtu-
gosci najdtuzszego boku to ten trojkqt jest prostokgtny.

Trojkaty prostokatne nazywamy pitagorejskimi, jesli dtugosci ich bokoéw
sg liczbami naturalnymi. Liczby naturalne a, b, ¢ spelniajace warunek a? + b? = ¢?
nazywamy liczbami pitagorejskimi. Zauwazmy, ze jeéli liczby a, b i ¢ sa liczbami
pitagorejskimi to liczby na, nb i nc, gdzie n jest liczba naturalng, sa nimi réwniez.
Dowdd:

Oczywiscie, z zalozenia:
a?+ b* =c?

Niechn € N

a’+ b? =c?/-n?
otrzymujemy
a’n? + b*n? = c?n?,
czyli
(an)? + (bn)? = (cm)?,
a wiec liczby an, bn i cn sa z definicji pitagorejskie.
Pitagoras podal pewne wzory na liczby pitagorejskie
a=2n+1
b = 2n% + 2n
c =2n* + 2n + 1,gdzien € N,
a takze

a = 2mn
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b = m?-n?

c = m? + n?gdzien eNim>n.

Zaleznosci miedzy dlugosciami bokéw w tréjkacie prostokatnym znane
byty znacznie wczesniej i to w réznych czeéciach swiata. Pitagoras jednak jako
pierwszy sformulowal w sposéb ogolny i udowodnit to twierdzenie. Wykorzysty-

waly je rézne cywilizacje, m.in. w budownictwie do wyznaczania kata prostego.

Euklides (ok. 350-275 p.n.e.)

Uwaza sie, ze Euklides byl pierwszym dyrektorem biblioteki w Aleksan-
drii, zalozonej przez Ptolemeusza. Mial wiec dostep do wiedzy matematycznej
o duzym zasiegu. Okoto 300 r. p.n.e. napisat dzieto znane powszechnie pt. facin-
skim Elementy.

Elementy sa najdonio$lejszym dzietem naukowym $wiata. Pod wzgledem
liczby wydan ustepuja, sposréd wszystkich ksiazek, jedynie Biblii. Pierwsze dru-
kowane wydanie Elementéw dokonane zostalo w Wenecji w 1482 r. Jest to ttuma-
czenie lacifiskie wedlug z tekstu arabskiego. Opracowanie sktada sie z 13 ksiag,
systematyzujacych wiedze matematyczng, ktéra tworzyli wybitni uczeni, po-
czawszy od Talesa z Miletu. Kazda z nich rozpoczyna sie wyliczeniem definicji,
poje¢ w niej wprowadzanych. W pierwszej ksiedze, poswieconej budowie geome-
trii, zwanej euklidesowa, sa ponadto postulaty-zatozenia, z ktérych wyprowadzo-
nych jest na drodze rozumowania ponad ¢wier¢ tysigca twierdzen. Postulaty te
tycza sie geometrii, ale z nich wywiedzione sa dalej réwniez i twierdzenia aryt-
metyczne.

Uwaza sig, ze geometria euklidesowa byla pierwszym systemem aksjoma-
tycznym, czyli takim, w ktérym wszystkie twierdzenia musza wynika¢ z aksjo-
matéw - zdan przyjmowanych z géry za prawdziwe. Aksjomaty w Elementach sa
nastepujace:

1. Od dowolnego punktu do dowolnego innego mozna poprowadzic prostq.
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Ograniczong prostq mozna dowolnie przedtuzyc.
Z dowolnego Srodka dowolnym promieniem mozna opisac okrgg.

Wszystkie kqty proste sq rowne.

SR N

Jezeli dwie proste na ptaszczyznie tworzq z trzeciq kqty jednostronne wewnetrzne
o sumie mniejszej od dwdch kqtéw prostych, to te proste, po przedtuzeniu, przetng
sig i to z tej wlasnie strony.

Sformulowania - ograniczona prosta, prosta od punktu do punktu itd. sa
dlanas ,egzotyczne”. Wyjasnienie mieéci sie¢ w fakcie, ze obowigzywaly woéwczas
twarde reguly filozofii platorisko-arystotelesowskiej, wedlug ktérej nie mozna
bylo uzywac pojecia , catej” prostej, bo byla ona nieskoriczona.

Piaty pewnik (dotyczacy rownolegtosci prostych) wywolywal wiele wat-
pliwoséci - sam Euklides unikat uzywania go w swym dziele tak dlugo, jak to byto
mozliwe. Przez blisko 22 stulecia sagdzono, ze o wiele bardziej skomplikowany od
pozostatych postulatéw musi z nich wynika¢. Z tego powodu szukano dowodéw
potwierdzajacych te teze. W XIX w. okazalo sig, ze jest on niezalezny od pozosta-
tych, a zastgpienie go innymi daje inne, sp6jne geometrie. Dotychczas znana geo-
metrie nazwano euklidesowg, a nowe - nieeuklidesowymi, za§ wéréd nich pierw-

szymi byly geometria hiperboliczna oraz eliptyczna.

Archimedes (ok. 287-212 p.n.e.)

Urodzil sie w Syrakuzach na Sycylii. Zajmowal si¢ m.in. matematyka,
fizyka i filozofia. Wiedze zdobywal w Aleksandrii, gdzie znajdowala sie
najwieksza w czasach antycznych biblioteka. Jego ojciec - Fidiasz, zajmowat sie
astronomig. Prawdopodobnie byl tez krewnym wtadcy Syrakuz - Hierona II. Jest
uznawany z najwybitniejszego matematyka starozytnosci.

Archimedes znany jest réwniez z konstrukcji machin wojennych, ktére
byly uzywane przy obronie Syrakuz w czasie drugiej wojny punickiej. Podobno
stworzyt tez bron, ktéra podpalala statki. Wedlug niektérych legend bronia ta

miato by¢ lustro o bardzo duzej powierzchni, ktére skupiajgc promienie stoneczne

191


about:blank
about:blank
about:blank
about:blank

Maciej Kowalczyk

w jednym punkcie, powodowato wzrost temperatury, a w konsekwengji zapton
statku. Mimo dlugich staran rzymskiej armii Syrakuzy zostaly zdobyte dopiero
na skutek zdrady czesci arystokracji. Archimedes zostal zabity przez rzymskich
zolnierzy po zdobyciu miasta, mimo wyraznego rozkazu, aby uja¢ go zywego.
Wedlug legendy Archimedes zginat z reki rzymskiego legionisty w trakcie
rozwigzywania problemu matematycznego. Tuz przed $miercia, zapytany, kim
jest, Archimedes mial pono¢ powiedzie¢ ,noli turbare circulos meos”, co znaczy
,nie zamazuj moich ké1”.

Historia zycia Archimedesa wigze sie z procesem podboju greckich miast
rejonu Morza Srédziemnego przez republike rzymska. Rzymianie, niszczac
i grabigc zdobywane miasta i obciazajac je podatkami, spowodowali stagnacje
kultury i filozofii hellenistycznej oraz upadek greckiej nauki, po ktérym juz nigdy
nie wroécila do dawnego stanu. Zarazem zdobywcy zachowali ogromny szacunek
dla greckich osiggnieé, z ktérych niejednokrotnie korzystali. Nie potrafiono juz
jednak osiagna¢ dawnego greckiego poziomu rozumowan. Symbolem tego
wszystkiego jest wlasnie $mieré Archimedesa - zabitego przez rzymskiego
legioniste w chwili roztrzasania jakiego$ problemu matematycznego, a nastepnie
z honorami pochowanego przez rzymskiego wodza.

Jednym z najwiekszych osiagnie¢ Archimedesa bylo bardzo doktadne

przyblizenie liczby n. Udalo mu sie
oszacowaé, ze 3—<m<3-. Aby
71 7

ograniczy¢ m z dotu zaczal od wpisania

w  okrag szeSciokata  foremnego.

Przyjmijmy dlugos¢ boku 1, woéwczas
Srednica okregu wynosi 2, natomiast

obwdd szesciokata jest rowny 6. Zatem

> g = 3. Nastepnie Archimedes
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policzyt dlugosé¢ boku dwunastokata wpisanego w okrag.
Jesli ze srodka okregu poprowadzimy poétprosta przechodzaca przez
srodek boku AK, to pétprosta przetnie w polowie tuk AK.

Odcinek Al to potowa boku wielokata, a wiec %

2
Z tw. Pitagorasaa = |1 — G) ,

b=1-a, A= /(%)2+b2.

AJ jest dtugoscia boku dwunastokata.
Po wykonaniu obliczen otrzymujemy A] = \/m ~ 0,5176.
Zatem > % A] = 6@ ~ 3,1058
Analogiczng operacje Archimedes powtdrzyl jeszcze trzy razy dla 24-kata,
48-kata i ostatecznie - dla 96-kata. Otrzymany przez niego rezultat to 3% ~

3,1408. Jest on bardzo imponujacy biorac pod uwage, ze musial on wszystko
liczy¢ recznie, postugujac sie duzo mniej wygodna notacja matematyczng, niz
obecng wspolczednie (przy pomocy kalkulatora mozna fatwo sprawdzié, ze dla
96-kata otrzymujemy przyblizenie = > 3,1410).

Ograniczenie z gory przebiega podobnie z tym, ze, zamiast wpisujac

w okrag wielokaty, opisujemy na okregu kolejne wielokaty.

Fibonacci (ok. 1175-1250)

Leonardo Fibonacci, zwany Leonardem z Pizy, urodzit sie okoto 1175 r.
w Pizie. Sam czesto uzywat imienia Bigollo, znaczace mniej wiecej: ,,nic niewart”
lub , podrézny”. Jego ojciec byt dyplomata w Afryce péinocnej. Reprezentowat on
kupcéw Republiki Pizy.

Mtody Fibonacci uczy? sie w Bouzia pod kierunkiem arabskiego nauczy-

ciela. Juz w dziecinistwie zwiedzil wiele krain, m.in. Egipt, Syrie, Prowansje,
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Grecje. Poznawal w nich r6zne systemy matematyczne. W 1200 r. wrocit do Pizy.
Tam zajal sie opracowywaniem wielu zagadnieni starozytnej matematyki.

Fibonacci miat duzy wkiad w upowszechnienie w Europie arabskich
i azjatyckich osiggnie¢ matematycznych. Jego zastuga jest wprowadzenie liczb
arabskich do Europy. Mimo to najbardziej znamy tzw. liczby Fibonacciego. Jest
to specyficzny ciag liczb naturalnych, w ktérym kazdy kolejny wyraz stanowi
sume dwoch poprzednich. Cigg ten mozna rekurencyjnie przedstawi¢ w nastepu-
jacy sposob:

0 dlan =0,
E, = 1 dlan=1,
Fo_4+F,_, dlan>1.

Pierwsze dwadziescia wyrazoéw ciagu Fibonacciego to kolejno:
0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144, 233,377,610,987,1597, 2584, 4181
Z ciagiem Fibonacciego jest bezposrednio zwiazana tzw. zloty podzial.
Jest to podzial odcinka na dwie czesci tak, by stosunek dtugosci diuzszej z nich do
krotszej byl taki sam, jak calego odcinka do czesci dluzszej.

a+b_a_

a
Stosunek ten nazywany jest zlotg liczba. Oznacza sie go grecka literg ¢. Ztoty po-

dzial wykorzystuje sie czesto w estetycznych, proporcjonalnych kompozycjach ar-
chitektonicznych, malarskich, fotograficznych, a nawet w muzyce. Znany byl juz
w starozytnosci i przypisywano mu wyjatkowe walory estetyczne. Stosowano go
np. w planach budowli na Akropolu. Matematycy, poczawszy od Euklidesa, ba-
dali zloty podzial z powodu jego wyjatkowych i interesujacych wlasnosci. Ztoty
podziat jest takze uzywany w analizie rynkéw finansowych.

Okazuje sig, ze

lim Tt
m

n-oo  f

Dowdd (przy zalozeniu, Ze taka granica istnieje)
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F,+ Fo E,  F,_ - 1
x = lim === lim ——"—= = lim (- + =) =1+ lim == =1+
n-oo n—oo Fn n—oo Fn Fn n—oo lim Fn
n-oo fn—1
1
=1+-
x
is = 1
Zatem otrzymalismy x = 1+~
_a+b_a_1+b
=7 Thr T Ta
Gdy za %podstawimy x otrzymamy x = 1 + -, zatem
 Fng
li =
n—-oo Fn
Rozwigzmy jeszcze rownanie x = 1 + i /" x
x*—x—-1=0
A=5
_1-+5 _1+45
0= Xo=—
. I . . 1+V5
Odrzucamy rozwiagzanie ujemne i dostajemy ¢ = = 1,6180339887 ...

2

Czasami tym samym terminem okre$la sie liczbe odwrotna:

1 2 1-v5 +5-1
® 1++5 1-+5 2

Cociekawe p — 1 = i.

Pierre Fermat (1601 - 1665)

~ 0,618033989.

Pierre Fermat byt z wyksztalcenia i zawodu prawnikiem. Prawo studiowat

na uniwersytecie w Tuluzie oraz Orleanie. Od 1631 r. do korica zycia pelnit funkcje

radcy prawnego parlamentu (dawna nazwa sadu) w Tuluzie. P6Zno zaintereso-

wal sie matematyka. Byla ona dla niego pasja i poswiecat jej jedynie czas wolny.

Znal réwniez wiele jezykéw: lacine, starogrecki, hiszpariski, wloski oraz francu-

ski.
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Archimedesa i innych starozytnych uczonych. Na marginesach tych ksigzek cze-
sto zapisywal wlasne spostrzezenia. W ten sposéb podal wiele twierdzen, ktore
w wiekszosci nie byly jednak rygorystycznie udowodnione. Osobiécie Fermat
opublikowal niewiele swych prac. Wiekszoé¢ znalazta sie¢ w korespondencji ze
wspolczesnymi mu francuskimi matematykami: Blaisem Pascalem, René Descar-
tesem oraz Marinem Mersennem. Jego pozostale prace zostaly zebrane i wydane
przez najstarszego syna, Samuela.

Do jego najwiekszych osiagnie¢ nalezy zaliczy¢ stworzenie metody znaj-
dowania ekstreméw funkcji algebraicznych oraz rozwo6j geometrii analitycznej
(m.in. wprowadzenie metody wspotrzednych). Ponadto, razem z Pascalem, wy-
pracowal podstawy rachunku prawdopodobienistwa. Jednakze najwieksza stawe
Fermat zawdziecza dwom twierdzeniom, zwigzanym w teoria liczb.

Male twierdzenie Fermata odnosi si¢ do problemu podzielnosci liczb.
MTFE: Jezeli p jest liczbg pierwszq, to dla dowolnej liczby catkowitej n zachodzi p|n? — n.
Czasami formuluje sie je rowniez w taki sposéb: Jezelip jest liczba pierwsza,
a liczba n jest taka liczba catkowitg, ze liczby p i n sa wzglednie pierwsze, to
pinP~t -1
Dowéd (indukcyjny)

1) Dlan =1 mamy p|0, co jest prawdziwe dla dowolnej liczby p.
2) T(k)=>T(k+1)
Z:nP = n(mod p)
T:(n+1)? =n+ 1(mod p)
Dowdd:

Zauwazmy najpierw, ze dla 0 < k < p, zachodzi p|(£), poniewaz:

(p)_ p! prp-D-(p-2) .- (p—(k—1))
k) kl-(p—k)! k!

p jest liczbg pierwsza, wiec w mianowniku nie wystepuja jej dzielniki. Poniewaz
symbol Newtona przyjmuje wartosci catkowite p musi wystepowac w rozkladzie

na czynniki pierwsze liczby (i) Zatem p jest dzielnikiem(?).
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Wobec tego:

p

L=mn+1)? =np+(rl))np—1+(§)np—2+...+<p_1

)n+1

=n? 4+ 1(mod p)
Uwzgledniajac zalozenie indukcyjne otrzymujemy:
(n+ 1P +nP =nP + 1+ n(mod p)
(n+1)? =n+ 1(mod p)
Na podstawie zasady indukcji matematycznej wnioskujemy, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n i liczby pierwszej p prawdziwa jest podzielnos¢ p|n? — n.

O ile mate twierdzenie Fermata stosunkowo szybko przestato by¢ tajem-
nicg to wielkie twierdzenie Fermata pograzylo w otchiani frustracji $wiat mate-
matyczny na trzy i pot wieku. Zapis na marginesie powieksza jeszcze te frustracje:
Fermat pisze, ze zna dowdd, ale nie zamieszcza go z braku miejsca. Stynne twier-
dzenie jest sformulowane w bardzo prosty sposob. Wszyscy znamy tzw. liczby
pitagorejskie - trojki liczb catkowitych x, y, z spelniajace réwnanie Pitagorasa:

a’?+b? =2

Wielkie twierdzenie Fermata moéwi, ze dla liczb catkowitych n > 2 réwnanie
a*+ bt =c"
nie ma rozwigzania.

Obecnie uwaza sig, ze Fermat piszac o swoim dowodzie mial prawdopo-
dobnie na mysli dowdéd dla konkretnych wartosci n, np. n = 3 lub n = 4, ale naj-
prawdopodobniej byt bardzo daleko od dowodu ogélnego. O ten ostatni rozegrata
sie 350-letnia batalia. Wielokrotnie pojawiali si¢ zwyciezcy, ale ich dowody zaw-
sze okazywaly sie niekompletne. Dow6d pojawit dopiero niedawno. Latem
1993 r., Andrew Wiles z Uniwersytetu Princeton, przedstawil serie trzech wykta-
doéw, 200-stronicowq dysertacje i... po prawie dwuletnich rozwazaniach $wiat

matematykéw wydat westchnienie ulgi. Dokonalo sie. Ale mysle, ze gdzie$ tam
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jeszcze dlugo pozostanie cieri podejrzenia: czy rzeczywiscie Fermat nie miat lep-

szego pomystu na udowodnienie wielkiego twierdzenia 350 lat wcze$niej?

Leonhard Euler (1707-1783)

Leonhard Euler znalazt sie w $wiecie wielkich matematykéw przez szcze-
sliwy przypadek. Jego ojciec, protestancki duchowny z okolic Bazylei, wystal syna
na tamtejszy uniwersytet, aby studiowat teologie. Na uniwersytecie, 13-letni Leo-
nard zetknat sie z Janem Bernoullim i zaprzyjaznit z jego dwoma synami - Davi-
dem i Mikotajem. Zamiast teologii skoriczy! studia matematyczne majac zaledwie
16 lat, a juz w trzy lata pézniej otrzymat pierwsza z wielu nagréd Szwajcarskiej
Akademii. Tematem jego pracy byla optymalizacja ukladu masztéw na zaglow-
cach.

Euler szybko opuscit rodzinny kraj. W 1724 r., caryca Katarzyna I, organi-
zowala Akademie w Sankt Petersburgu. Sposréd kandydatéw, posady znalezli
tam miodzi Bernoulli, dzieki ktérym trafil tam takze Leonhard, ktéremu Uniwer-
sytet w Bazylei odmowit objecia katedry fizyki z powodu jego miodego wieku.

W 1741 r., Euler przyjal oferte Fryderyka Wielkiego i stal sie szefem mate-
matykéw w Berlinskiej Akademii - osrodku, ktéry miat nieporé6wnywalnie wiek-
sza renome niz Akademia carska. W Berlinie spedzit 25 lat, po czym wrdcit do
Petersburga. Sklonily go do tego interesujace warunki finansowe oraz nieko-
rzystne relacje z pruskim wtadca.

W 1735 r. Euler przeszedl bardzo powazna goraczke, czego konsekwencja
byla prawie catkowita utrata wzroku w jednym oku. W pézniejszym okresie Euler
cierpial za$ na katarakte w drugim, dotychczas zdrowym; doprowadzila go ona
juz w kilka tygodni po jej odkryciu do niemal catkowitej §lepoty. Mimo tych klo-
potéw zdrowotnych wydajnosé Eulera w jego pracy spadla tylko w niewielkim
stopniu - klopoty ze wzrokiem rekompensowatl swoja fotograficzng pamiecia
i umiejetnoscia dokonywania skomplikowanych obliczeri w pamieci. Byt na przy-

klad zdolny do powtérzenia bez najmniejszego wahania stowo
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w stowo Eneidy Wergiliusza, co wiecej: byl w stanie wskazac jakim wersem za-
czyna sie i jakim koriczy dowolna stronica tej ksigzki.

Euler wniést wkiad do niemal wszystkich 6wczesnych dziedzin matema-
tyki - geometrii, rachunku rézniczkowego i calkowego, trygonometrii, alge-
bry, teorii liczb. Trudno jest znalez¢ matematyka, ktéry wydal podobng liczbe
dziel, z ktérych wiele miato kluczowe znaczenie dla rozwoju matematyki.

Swiatowa stawe przyniosto Eulerowi rozwiazanie problemu bazylej-
skiego. Polegal on na znalezieniu sumy odwrotnosci kwadratéw wszystkich liczb

naturalnych.

Euler odkry? tez inng ciekawa wlasnosé¢, zwigzana z suma odwrotnosci liczb na-

turalnych.

Twierdzenie

Sttt =——<x"—x" -, gdzie s jest dowolngq liczbq naturalng.

Dowéd:

Niech

(D) U) =1+ +mtotototot
Pomnoézmy obie strony tego wyrazenia przez zis
@ 2U) =g Hto ottt

Odejmujac (2) od (1) otrzymujemy:

ERUE N

1 1,1 ,1 1
®) (1_§)<(S)_1+§+3+;+¥+115 135

y . 1
Teraz pomn6zmy obie strony przez .

1 1 1 1 1 1 1 1 1
W5(1-5) IO =545+ttt Tt

Odejmujac (4) od (3) otrzymujemy:
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(-3 (=30 =1 oo

Po wykonaniu analogicznych operacji dla % z nieskoriczonego szeregu po prawej
stronie znikng wszystkie wielokrotnosci 5. Przypomina to troche tzw. sito Erato-

stenesa. Nietrudno zauwazy¢, ze przy ciaglym powtarzaniu tej operacji otrzy-

mamy:
1 1 1 1
H(15) (15 (15 (1) = 1
Zatem
() = !
(1-3)(1-5) (1-5) (1~ %)
czyli
1+%+%+%+%+...= T T ! T T
(1-5)(1-3)(1-5)(1-5) -

Po prawej stronie tej rownosci mamy iloczyn nieskoriczenie wielu czynnikéw,
w ktorych pojawiaja sie kolejno wszystkie liczby pierwsze - podniesione do potegi
-s — a po lewej znajduje sie suma nieskoriczenie wielu sktadnikéw zawierajacych
kolejno wszystkie liczby naturalne - podniesione do potegi s. W ten sposéb po raz
pierwszy udalo sie powigzaé zbior wszystkich liczb pierwszych z czyms prost-

szym i bardziej regularnym.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

Urodzit sie w biednej rodzinie pomocnika murarskiego w Brunszwiku.
Jako maty chlopiec nauczyt sie czytad, a takze samodzielnie opanowal proste ra-
chunki. Jak sam twierdzit, nauczyt sie rachowa¢ zanim jeszcze zaczat méwic. Jego
geniusz matematyczny objawil sie stosunkowo wczesnie w szkole. Popularna jest
anegdota, wedle ktérej nauczyciel matego Gaussa chcac zajgé swoich uczniéw na
dtuzszy czas polecit im zsumowac wszystkie liczby od 1 do 100. Wielkie byto jego

zdziwienie, gdy jeden z uczniéw podat prawidlowy wynik po zaledwie kilku
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minutach. Gauss zauwazyl, ze liczby od 1 do 100 mozna polgczy¢ w pary 1 +
100 =101, 2+ 99 = 101, 3+ 98 =101,...50 + 51 = 101. Takich par bedzie 50,
zatem szukang suma jest 50 - 101 = 5050.

Uzdolnionym chtopcem zainteresowat sie ksigze Brunszwiku - Karol Wil-
helm Ferdynand, ktory postanowil sponsorowac jego dalsza nauke. Gauss dwa
lata spedzit w Collegium Carolinum w Brunszwiku, gdzie korzystajac
z dobrze zaopatrzonej biblioteki samodzielnie zapoznat si¢ z dzietami Eulera, La-
grange’a oraz Newtona. P6Zniej studiowal matematyke na uniwersytecie w Ge-
tyndze, ktory jednak opuscil po trzech latach, nie uzyskujac dyplomu. Ostatecznie
uzyskal stopient doktora, przedstawiajac prace, w ktorej pokazal pierwszy Scisty
dowdd twierdzenia zasadniczego algebry. W 1807 r. zostal profesorem uniwersy-
tetu w Getyndze i funkcje te pelnit az do $mierci.

Gauss zajmowatl sie r6znymi dzialami matematyki i jej zastosowaniami
w innych dziedzinach. Byl uznanym autorytetem w calej Europie, a jemu
wspolczesni zwali go , ksieciem matematykow”.

Publikowal raczej niechetnie. Wiele jego przemysleri zachowalo sie
w formie listoéw, notatek i zapiskéw. Niektore z jego odkry¢ poznano dopiero
pozniej, gdy inni naukowcy, pracujac niezaleznie, oglaszali wyniki swoich prac.
Pierwsze publikacje Gauss wydatl z poczucia obowigzku wobec swojego patrona,
ksiecia Karola Wilhelma.

Gaussowi zawdzieczamy chociazby wspélczesng notacje liczb zespolo-
nych. Zinterpretowat je on réwniez geometrycznie na plaszczyznie. Liczba zespo-
lona to obiekt postaci x + iy, gdzie x,y sg liczbami rzeczywistymi, natomiast
i?=-1

Kazda liczbe rzeczywista mozna jednoznacznie powigza¢ z punktem na
osi liczbowej - jej wieksza lub mniejsza wartosé latwo kojarzymy z przesuwaniem
sie w lewo i prawo na osi.

Liczbie zespolonej x + iy mozna natomiast przypisa¢ punkt ptaszczyzny.

Wystarczy odlozy¢ warto$¢ x na osi poziomej (zwanej osig rzeczywista) oraz y na
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osi pionowej (zwanej urojong). Mozna powiedzie¢, Ze liczba zespolona jest
tworem jak gdyby ,dwuwymiarowym”: gdy poréwnujemy dwie takie liczby,
jedna moze by¢ od drugiej wieksza ze wzgledu na swoja czes¢ rzeczywista, ale
jednoczesnie mniejsza ze wzgledu na swoja czeé¢ urojong. Liczby zespolone
mozna bez probleméw dodawa¢, odejmowacd, mnozy¢ i dzieli¢. Okazuje si¢ (cho¢
wymaga to juz nieco wiecej pomystowosci), ze wykonalne jest nawet

potegowanie.

Bernhard Riemann (1826-1866)

Dom, w ktérym wychowywat sie¢ Riemann, tworzyli jego ojciec Friedrich
Bernhard Riemann, bedacy pastorem luterariskim, oraz matka Charlotte. Bern-
hard byt drugim dzieckiem w rodzinie, miat takze cztery siostry i brata. Niestety,
poza jego siostra Ida, wszyscy, wiacznie z matkq, umarli w mtodym wieku. Nad-
zwyczaj niesprzyjajace warunki domowe, choroby rodzenstwa, maly krag znajo-
mych, zla dieta, byty codziennoscia podczas dojrzewania Bernharda, jednakze nie
wplynely na jego postrzeganie rodziny. Paradoksalnie, Bernhard czesto tesknit za
rodzinnym domem i Zle sie czul, bedac z dala od niego. Byt przy tym niezwykle

nie$mialy i unikal kontaktéw, ograniczajac je w zasadzie wylacznie do tych
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rodzinnych lub zawodowych. Riemann czesto chorowal, jego zdrowie bylo wy-
niszczone ubogim zyciem.

Nauke rozpoczal z czteroletnim opdznieniem w wieku 14 lat w Hanowe-
rze, z dala od rodzinnego domu. Do nauki w tym miejscu zmusila go sytuacja
finansowa. Zakwaterowanie, ktére zapewniata mu tam babcia pozwalalo na osz-
czednosci. Nie czul sie tam dobrze, gdyz odczuwat tesknote za domem. Sytuacja
odmienita sie, kiedy po $mierci babci zostal przeniesiony do Luneburga, potozo-
nego blizej rodzinnej miejscowosci. To spowodowalo, ze pézniejsze lata byty dla
niego szczesliwsze.

Czy Bernhard Riemann byt dobrym uczniem? Bez watpienia posiadat zna-
komita pamie¢, ale wykorzystywal ja raczej do rzeczy, znajdujacych sie w kregu
jego zainteresowan - gtéwnie matematyki. Byt perfekcjonista, co zdecydowanie
pomagato mu w jego badaniach. W 1846 r. wstapit na wydzial teologii uniwersy-
tetu w Getyndze. Mial p6js¢ w Slady ojca. Na uniwersytecie Riemann spotkal
wspomnianego juz wczeéniej Carla Friedricha Gaussa, na wykltady ktérego Bern-
hard zaczat regularnie uczeszcza¢. Wkrétce zmienil plany dotyczace przysztosci
i rozpoczal studia matematyczne, jednakze wykazywat tez wielkie zainteresowa-
nie fizyka oraz filozofiag. Swoje matematyczne wizje widzial bowiem w szerszym,
tilozoficznym kontekscie. Riemann, jako obiecujacy matematyk, niebawem prze-
niost sie do Berlina. Spedzil tam dwa lata pod okiem najwiekszych matematycz-
nych umystéw w kraju.

Po powrocie do Getyngi w 1849 r., Bernhard rozpoczat prace nad dyserta-
cja doktorska dotyczaca teorii liczb, ktéra dwa lata pézniej obronit. Zostat wykla-
dowca w Getyndze, a nastepnie profesorem nadzwyczajnym. Byta to jego pierw-
sza praca na stalym etacie. W 1857 r. opublikowal prace z analizy, stanowiaca
wielki wktad w te dziedzing, a ktdrej tytul to , Theorie der Abel'schen Functionen”
(, Teoria funkcji abelowych”). W ciggu dwoéch lat zapewnila mu renome w Euro-

pie i posade profesora w Getyndze. Bernhard Riemann czesto tez podrézowat do
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Wtoch w ramach urlopéw uniwersyteckich. Czesto jednak chorowat, zas w konicu
- zmart na gruzlice dnia 20 lipca 1866 r. we Wtoszech.

Bernhard Riemann opublikowal stosunkowo nieliczne prace, jednak
wplynely one na rozwdj nauki, zwtaszcza matematyki, poniewaz kazda z nich za-
wierala nowatorskie idee. Swiadczy o tym wielka liczba twierdzeri i metod mate-
matycznych, nazwanych od nazwiska Riemanna dla upamietnienia jego wkladu.
Przykladem moze by¢ twierdzenie Riemanna-Lebesgue’a, powierzchnia Rie-
manna, catka Riemanna, rozmaito$¢ riemannowska i rozmaito$¢ pseudorieman-
nowska, hipoteza Riemanna, réwnania Cauchy’ego-Riemanna, tensor krzywizny
Riemanna i inne.

Chciatbym omoéwi¢ zainicjowana przez niego jedna z najwiekszych, nie-
rozwigzanych zagadek matematyki. Znalazta sie ona w krotkim, zaledwie dzie-
wieciostronicowym artykule pt. ,Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer ge-
gebenen Grosse” (,O iloéci liczb pierwszych mniejszych od danej wielkosci”),
ogloszonym w 1859 r. Jak sie pdzniej okazalo byla to jego jedyna publikacja doty-
czaca teorii liczb, ale to wystarczylo, by na zawsze odmieni¢ oblicze tej dziedziny

matematyki.

1 1 1 1
C(s)=F+E+§+”': ;
n=1

Riemann zajat si¢ badaniem powyzszej funkgji. Jest ona oznaczana szésta litera
greckiego alfabetu { (wym. dzeta). Zobaczmy jakie przyjmuje ona wartosci dla

przyktadowych argumentow s.

s i(s)
2
2 T 1665
6 2
3 1,202 ...
4
T
4 — ~1,082
90 '
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5 1,036...
6
6 —_~
945 1,017

Wartosci {(s) dla s parzystych do s = 26 obliczyl Leonhard Euler (przy-
padek dla s = 2 byt stynnym problemem bazylejskim). Dla s nieparzystych znamy

jedynie przyblizone wartosci.
Dlaczego nie zaczalem od 1? Wtedy {(s) = 1 + % + % + % + ---. Jest to po-

wszechnie znany w matematyce szereg harmoniczny. Jest on rozbiezny, tzn. 1 +

LSO S
2 3 4

o i i

L

a4 a L]

Zrédto: https:/ /commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=9915005

Funkcja {(s) ma dwie asymptoty: pionowa x = 1 oraz pozioma y = 1.
1 1,01
fi v > Was 1 . 1,1
A co z wartosSciami s < 1? Wezmy s = -~ wowczas szereg ma postac: 1 + stET
1

1

At Kazdy jego wyraz poczawszy od N jest wiekszy od odpowiadajacego mu
wyrazu szeregu harmonicznego, wobec tego ten szereg rowniez jest rozbiezny.

Gdys=0mamy((s)=1—10+2—10+3l0+~~=1+1+1+---=00.
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Dla s = —1 mamy {(s) =1Tll+2%1+3—:+--- =1+2+3+- =0

Mogto by sie zatem wydawac ze dziedzing funkcji dzeta jest zbiér wszyst-
kich liczb rzeczywistych wiekszych od 1. Przy naszych dotychczasowych zatoze-
niach faktycznie tak jest, jednak Riemann spojrzat na problem z szerszej perspek-
tywy. Rozszerzyt on dziedzine funkgji do liczb zespolonych.

Niestety, dla liczb zespolonych, podobnie jak w przypadku liczb
rzeczywistych, funkcja dzeta Riemanna ma sens tylko dla czesci rzeczywistej
s > 1. Riemann poradzil sobie z tym problemem rozszerzajac analitycznie jej
dziedzine do calego zbioru liczb zespolonych. Proces ten polega na znalezieniu
alternatywnego wzoru na funkcje, ktory bedzie mial sens dla wszystkich liczb
zespolonych i jednoczesnie redukowat sie do wzoru Eulera w momencie, gdy ma
on sens. Proces rozszerzania dziedziny jest bardzo skomplikowany, dlatego od

razu podam wzor funkgji, jaki otrzymujemy:

() = T > = D04 () e+ b

Dziedziny nie udalo sie rozszerzy¢ na tylko jeden punkt ptaszczyzny liczb

zespolonych s(1,0), wiec dla liczby rzeczywistej 1. Jak narysowac wykres takiej
funkcji? Do narysowania dziedziny potrzebujemy dwéch wymiaréw, podobnie
jest ze zbiorem wartosci funkcji zespolonej. Razem sa to cztery wymiary. Nie
jesteSmy zatem w stanie narysowaé go w standardowy sposob. Jedna z metod na
narysowanie takiego wykresu jest ,kolorowanie dziedziny”. Polega ona na tym,
Ze na plaszczyznie rysujemy dziedzine funkcji zespolonej (0§ OX odpowiada za
czesc rzeczywisty, a 0§ OY za czeé¢ urojong liczby zespolonej). Nastepnie ta sama
plaszczyzne nanosimy kolory, ktérych odcieri oraz jasnoé¢ odpowiadaja
konkretnym warto$ciom funkgji. Beda nas interesowaly miejsca zerowe - sa one
czarnymi kropkami. Maja one réwniez to do siebie, ze spotykaja si¢ w nich

wszystkie kolory.
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s w0,

Zrédto: https:/ /commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=2509981

Riemann podzielil miejsca zerowe funkcji dzeta na dwa rodzaje. Te, ktore
leza na osi OX, a wiec sa liczbami rzeczywistymi, nazywamy zerami trywialnymi.
Sa to kolejne parzyste liczby ujemne ( —2,—4,—6...). Riemann wyliczyt cztery
miejsca zerowe, ktore nie lezaly na osi OX. Okazalo sie, ze wszystkie lezaly na
jednej prostej rownoleglej do osi OY i przecinajacej 0§ OX w % Prosta ta nazwano
linig krytyczna. Mamy juz wszystkie niezbedne informacje, aby sformulowac

stynna hipoteze Riemanna.

Hipoteza Riemanna

Wszystkie nietrywialnie miejsca zerowe funkcji { lezq na linii krytycznej. Wcale
nie byla to dla niego najwazniejsza czes¢ pracy. W kilku pierwszych prébach nie
udato mu sie jej udowodnié, wiec stwierdzil, ze jeszcze kiedys do niej wréci (tak
sie jednak nie stato). Dow6d ten nie byt mu zreszta potrzebny w dalszych rozwa-
zaniach i wcigz - po 162 latach - pozostaje zagadka. Wiemy, ze wszystkie nietry-

wialnie miejsca zerowe funkcji dzeta maja czes¢ rzeczywista 0 < x < 1. Godfrey
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Harold Hardy i John Edensor Littlewood udowodnili, Ze istnieje nieskoriczenie
wiele miejsc zerowych funkcji dzeta na prostej krytycznej. Zostato réwniez udo-
wodnione, ze przynajmniej 40% miejsc zerowych lezy na prostej krytycznej.

Jest to jeden z probleméw milenijnych, ogtoszonych przez Instytut Mate-
matyczny Claya w 2000 r. Clay Mathematics Institute (CMI) ufundowat nagrode
w wysokoéci miliona dolaréw za dow6d lub obalenie tej hipotezy. Hipoteza Rie-
manna jest rowniez 6smym problemem z listy probleméw Hilberta.

Dlaczego zatem hipoteza Riemanna jest tak wazna? Riemann, definiujac
funkcje dzeta, chciat jeszcze dokladniej przyblizy¢ funkcje m(n) - ilos¢ liczb pierw-
szych nie wiekszych od n. Okazuje sig, ze stosujac pewne poprawki, zwigzane
z nietrywialnymi miejscami zerowymi funkcji dzeta, mozna bardzo doktadnie
okresli¢ ilos¢ liczb pierwszych w danych zakresach. Dowéd hipotezy Riemanna
rzucitby $wiatto na temat skad wzielo sie rozmieszczenie nietrywialnych miejsc
zerowych funkgji dzeta, a wiec réwniez rozmieszczenie liczb pierwszych.

Wplyw hipotezy Riemanna wykracza jednak poza teorie i zastosowania
liczb pierwszych. Przykladowo, znane s3a doslownie setki twierdzen,
wynikajacych z prawdziwosci tzw. uogélnionej hipotezy Riemanna (GRH). Jej
dowdd automatycznie zamykalby kwestie wielu innych matematycznych
zagadek. Do najbardziej znanych z nich nalezy tzw. staba zasada Goldbacha,
w mys$l ktorej kazda liczbe nieparzysta od 7 wzwyz da sie zapisa¢ jako sume

trzech liczb pierwszych (np.9=3+3+3==2+2+5).
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